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RESUME

Nousconsidérons un modéle d’attente du type processus de vie et de mort homogéne:
= (Nn + INdetp, = Nw; rX>O0,p>0.
Il s’agit d’étudier le processusaléatoire {T,, k > 1}. Par définition T, est la longueur d’un
intervalle de temps qui commencea tout instant oti le systéme contient k clients et finit
a l’instant ot le systeéme devient vide pour la premiérefois.

ABSTRACT

Weconsidera queueing system generated by an homogenousbirth and death process of
following type:

A = (N + NAandp, = nNpsrA>0,p>0.
Westudy the randonprocess{T,, k > 1} where T, denotesthe length ofa timeintervalstarting
at each instant whenthe system contains k customers and endingat the instant when the
system becomes emptyfor the first time.



1. Introduetton

Les modéles d'attente du type processus de vie et de mort sont repré-

sentés, en général, par la notation Mi/M/1. Cette notation rappelle que les

5 + vs 7
paramétres taux d'arrivée dn et taux de service us varient avec 1'état du sys

téme. C'est une généralisation dynamique du modéle statique M/M/1. Parmi les

modéles d'attente du type Mi/M,/1, nous pouvons Citer :

Modéle A : OO, =v’, w= nu) 3

Modéle Bi: (A,= (n + 1)A, Uy= mu) 5

a a = » =Modéle C : (A,= net? Un u). 

Ce classement alphabétique suit l'ordre croissant des difficultés dans le calcul

des probabilités d'état en régime transitoire (R.T.), (4).

Le probléme des périodes d'occupation en R.T., qui nous intéresse ici,

concerne le Modéle B. Notons que ce Modéle B rappelle un centre de service

ot un afflux de demandes provoque une réaction compensatoire du serveur.

C'est surtout dans ce modéle que s'exprime cette généralisation dynamique

du modéle statique i/M/1, (1 ; 4).

Le processus des périodes d'occupation en R.T., concerne en général, deux
variables aléatoires (V.A.) :

~ la longueur d'un intervalle de temps Ths (k 21), qui commence a tout

instant ot le systéme - nombre de clients - se trouve dans l'état k et
finit 4 l'instant ot le systéme devient vide pour la premiére fois ;

- le nombre N(T,.) de clients servis durant Ty.

Nous considérons en particulier la premiére de ces deux V.A. C'est-a-dire,
en notant par yj, (t)dt = IP (t<T<tedt, MT) =r],(r>k) (1)
et par TG, t) la fonction génératrice des Yeft)» nous nous intéressons

a l'expression de rad, t) pour le Modéle B. na, t) est la densité de

probabilité de la période d'occupation T,» (k 21). Nous supposons qu'a
l'instant t = 0 le systéme contient k clients et que les V.A. qT, sont stochas-—

tiquement indépendantes et équidistribuées.

HADIDI, (3} » s'est occupé de ce probléme mais dans le cas des Modéles A et
C uniquement. Ila calculé, pour chacun de ces deux modéles, la transformée

de Laplace de la densité de probabilité de la V.A. Tye D'ot l'on peut, en
principe, obtenir tous les moments de cette V.A. Ty. Nous montrons que cette

méthode de HADIDI peut s'étendre au Modéle B.
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2, Equation fonettonnelle régissant le processus des pértodes

d'oceupation dans le modéle B

La fonction Yep (4) (x 3k 21), définie par la relation (1), est la densi-

té de probabilité d'une période d'occupation Th au cours de laquelle r

clients sont servis.

Soient Yi la transformée de Laplace de Ye(OD et ros z) celle de la

fonction génératrice

S kth
Tx, t= 220 x Yk, ag 6b) ’ |x| <i. (2)

En procédant comme HADIDI (3| pour les Modéles A et C, nous obtenons

1'équation fonctionnelle suivante pour le Modéle B :

 

*
KATY ¢2) =(@ t kk + (k - Lu} TE)2) ie

- (ke = 1)ux PEyO)
 
 

(k 2 2).

L'équation (3) régit tout le processus des périodes d'occupation du

Modéle B. Sa résolution en x=] fournit l'expression de Ty(1.z) 3 dtou

l'on pourra calculer tous les moments de la V.A. The En effet, ma size)

étant la transformée de Laplace de la densité de probabilité rit) de

Tee l'on se souvient alors que

no*
; 1,2)(k)_ eM) _ nd rf ime B Cee) = (1)? —K—— (4)

dz z=0O
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$8. Cateul de l'expression de it (1,z).

En x=l, l'équation (3) donne

kA PRCL,2) = (2 + kA + (ke - DulTEC2)
(5)

- (ke - 1)urf_,Q.2).

En réalité, (5) est un systéme infini d'équations algébriques. D'oa une

méthode adéquate pour le résoudre est de recourir a la fonction génératrice

oo
L(1,z,y) ate y* rez), ly| <1 (au sens strict). (6)

Dés lors, (5) équivaut 4 l'équation différentielle linéaire en la

variable y (on considére z comme paramétre) :

OL w=Ge) | ATT, 2)-ny ind ea
dy (1-y) (A-uy) C=-y)O-ny) ’ ,

7CI : L(1,z,0) = 0. ™)

La solution de (7), compte tenu de CI, est alors

~© Q(a)y"Ai = a ae nm

ms a DD [a ya) " Cie) n!(A/y)?

xf BLBy@@yJt
=o (n+ j+1)! (1-y) Itt

g Q(@y MT 2 (ntl)! Hy ayysttepee) eTeee J
n=o (nl (A/M) PHT jeo(ntj42)! C1-y) FT a

 

Les fonctions auxiliaires introduites dans la formule (8) sont ainsi

définies : _
1: si j@éNn,

Hy (a) = 1 Si, 7 = 6;
a(a-1)...(a-j+1) si fj 21;

° si i€
(71 si2 e rn

N,
oO

(atl) ...(a+j) si jf zl
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L'expression de L(1, z, y) ci-dessus se met finalement sous la forme

de séries entiéres en y ; séries qui convergent absolument et uniformé-

ment pourvu que ly] < a <1.

wo (-1)Y H(A)y¥ Q,(a)
LQ, 2, y)= 2 ———— —-E- ————

2 v=o vt! (A/u)Y n=o nt (A/u)ttl

n+j+1 *
x © nl Hy(o © +xAtha ye SHO § TTTyr

f=o (n+ j+ 1)! r=o j

0: 1)! Hs(a)yDts+2 & a
-~auee s Oty} (9)
jso (n+ j+ 2)! r=0 j

Par la définition (6), rT (1, z) est le coefficient de y* dans (9).

Et en vertu de la convergence absolue, le calcul du terme en yk se fait

comme dans une somme d'un nombre fini de termes. Il en résulte que :

k-1 v ==x (1) Hy) kewl Qn)
ty Ga 2) “Eo VIQ\/u)Y my, El, Fe eg ntQ/yu)a

k-n-v-1 k-n-y- 1 nll(o)

xT ( y ) GD!

k-2 (-1)¥ H(a) ie =2 Q,(@)
~ & aera aaa

veo y!Q/u)Y keo  nt CA/yth

k-n-v-2 k-n-v-2 (nt1) 1HCa)
Xe OS
j=o j (n+j+2)!

*
On constate que 1'expression de ra, z), (kK > 1), contient encore une cons-

* ‘

tante inconnue, a savoir rd, z). Celle-ci sera toutefois donnée par la

formule suivante

*

Ma, 2)-<2)Pig, (qd)
1 d p* ,1+ A, Pig (2)

valable pour tout modéle d'attente M/M,/1 pour lequel le processus

{X(t), t 2 O}- état du systéme 4 l'instant t - est ergodique.

Notons que Pio (z) est la transformée de Laplace de la probabilité

Pig(t) = 2 (x (t) = 0 |X (0) = 1].
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La démonstration de la formule (11) a été indiquée par HADIDI, (2], mais

pour le Modéle A.

Une démonstration plus rigoureuse, basée sur la théorie de renouvellement,

a été donnée par NATVIG, 65] » pour le Modéle C..

Cette démonstration de NATVIG se généralise aux autres modéles MiMi/1

satisfaisant A l'hypothése d'ergodicité (4).

L'expression de Pig) dans le cas du Modéle B vaut, aprés quelques calculs:

* 12) (ntl) CWP
P. ==> Y ——— ; 12.10= Yate Gna) Gael) a

a = 2/(A-W) et 0 << 1.

Les relations (11)-et (12) permettent, enfin, d'éliminer la constante in-
*

connue [i (1, z) de la formule (10). Dés lors celle-ci peut servir au

calcul des moments de la V.A. Ty:

Calculons-en, par exemple, la moyenne :

 

 

a Ty (1, 2)
a dz 2=0

: s aed ¢ * 3 r 13>a):
Fi Gee Sg? Y 103a)

 

 = BG (u > A). (13b)

Ces résultats (13a) et(13b) s'obtiennent au prix de longs calculs, faut—

il le dire. Enfin, le calcul des autres moments, A partir de (10), est

une question de rowtine et de patience !
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