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ABSTRACT

We consider a familly of nested interval graphs and define conditions for this family to be
lower-homogeneous, i.e. to present at least one numerical representation by intervals of
the real line with origins independant from the index level.



T. INTRODUCTION

Considérons sur une droite, une famille finie {I(a),I(b),...}

d'intervalles.

On appelle graphe d'intervalles le graphe dont les sommets a,b,...,
représentent les intervalles, deux sommets &tant joints si et seulement si
les intervalles correspondants s'intersectent. Si A = {a,b,...} et si I

représente 1l'ensemble des arétes, on note le graphe d'intervalles G(A,I).
P g

A une famille {Gi(ﬁ,Ii), i=l,...,k} de graphes d'intervalles
correspondant des ensembles d'intervalles {Ii(a),aE;A}, i=l,...,k, de la

droite tels que

(a;,b) € I. ssi TI,(a) 0 I.(b)#¢

Chaque intervalle Ii(a) peut étre défini par une origine gi(a) et

une longueur qi(a) telles que Ii(a) - [gi(a), gi(a) + qi(a)]. Dés lors :

(a,b) ¢ Ii «» a Ii b ssi gi(a)ggi(b)+qi(b)

g;(b)<g. (a)+q, (a)

Une famille est composée de graphes d'intervalles Gi(A,Ii) emboités
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La famille des graphes d'intervalles emboités Gi(A,Ii), i=l,...,k,

est dite Ainférieurement homog2ne (lower-homogeneous family of nested interval

graphs) si 1'ensemble {Ii(a), i=l,...,k,Va € A} est tel que

gi(a) = g(a) ; i=1,...,k, tout ac A
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Comme premier exemple, considérons

On peut obtenir deux représentations par des intervalles dont les

origines sont identiques pour chaque sommet de A :

0 1 2
J 3 4 > 0 1 2 3 4 >
IZ(C)J Iz(d) IT(C) I#a)L___q
Iz(b) Iz(a) I1(b) 11(d)

{Gi(ﬁ,Ii), 1=1,2} représente une famille inférieurement homogéne de graphes
d'intervalles embeités avec 12(:.11. A ces deux représentations par des intervalles
on peut faire correspondre des oilentations trhansitives des graphes complémentaires

v
Gi(A,Pi) telles que a P. b ssi x>y, ¥x & Ii{a), Yy e Ii(b) et P, € P,

EE(A,PE) 31(;;,131)
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Un second exemple

a b a b
[
e e
=
d C d c
GZ(A’IE} GI(A,I1)

permet de constater qu'une bi-représentation par des intervalles est encore

possible
0 1 2 3 4 5 > 0 1 2 3 4 5 >
Iz(d} Iz(e) Iz(a) Ii(ﬂﬁ I1(a}
Iz(c) I?(b)
Iz(b) I1(e)
Ii(d)

- - " - - - ﬂ_’
Des orientations transitives des graphes complémentaires Gi(A,Pi}

correspondant aux représentations par des intervalles donnent

a b 3 b

C

BY "y
Gz(A,PZ) G1(A,P1}

Ici on a encore ?2 > P, mais la famille n'est pas inférieurement homogeéne

1
ainsi qu'on le verra dans la suite car 1l est impossible d'obtenir une représen-
q P P

tation de Gi(A,Ii) telle que gi(a)=g(a), 1=T,2-

Le théoréme de Gilmore et Hoffman (1964) nous apprend qu'un graphe G(A,I)
est un graphe d'intervalles si et seulement si G(A,I) est triangulé et son complé-

& iy . — . s
mentaire G(A,I) est transitivement orientable.
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Un graphe d'intervalles est appelé graphe d'indifférence si, en vertu
d'un résultat de Roberts (1969), il n'existe aucun sous-graphe partiel du type
Kl,B (graphe complet biparti avec deux sous-ensembles de sommets de cardinals
1 et 3). La terminologie est malheureusement inadéquate puisqu'un graphe d'in-
tervalles représente également les indifférences relatives & une structure sous-—
jacente de préférence du type "ordre d'intervalles".

Pour déterminer si un graphe G(A,I) est un graphe d'intervalles, on contrdle
1'absence de cycle de longueur 4 sans corde par l'algorithme de Tarjan (1976)
et on recherche les cliques maximales par 1'algorithme décrit dans 1'ouvrage de
Golumbic (1980) et inspiré d'un résultat de Fulkerson et Gross (1965).

Les cliques maximales doivent alors etre orientées de manidre que, lorsqu'un

sommet apparalt dans plusieurs cliques maximales, celles-ci sont consécutives.

En se rappelant le résultat de Booth et Leuker (1976), ce probléme se
ramene a la recherche de matrices d'appartenance "cliques maximales-sommets"
telles que chaque colonne indiquant (par 1) 1'appartenance d'un sommet & une

clique maximale présente une succession non interrompue de 1.

7, FAMILLE DE GRAPHES D'INTERVALLES EMBOITES INFERIEUREMENT HOMOGENE

ROUFENS et VINCKE (1984) ont introduit la notion de famille homogéne
en lignes d'ordres d'intervalles (row-hcmogeneous family of interval orders)
une famille d'ordres d'intervalles définis par les mises en ordre
(UL,i’ Gc,i’ 1=1,....,k) des lignes et colonnes des matrices d'adjacence
(cf. définition dans Jacquet-Lagréze (1978)) est homogéne en ses lignes

551 OL ;= UL’ i=1,..:,k.

Ils ont montré que la condition nécessaire et suffisante pour obtenir

une représentation numérique d'une famille d'ordres intervalles {ﬁ,Pi,Ii) telle

que

a P b > g(a)>g(b)+qi(b}
a I, b« g(a)ﬁg(b)+qi(b)

g(b)ig(a)+qi(a)
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avec I, .2 1I., P. CP., Dﬁqi_1(a) < qi(a), ae A, 1=2,...,k

1=

est que la famille emboitée d'ordres d'intervalles soit homogéne en ses lignes

Considérons une famille de graphes d'intervalles Gi(Ajli). Les orientation
transitives Ei(A,PEE)), £=1,2,3,... (1'indice £ correspond aux différentes orienta-
tions possibles), associées a cette famille conduisent & des représentations
matricielles étagées d'ordres d'intervalles induites par les couples

(Ei(A,Piﬁ)), Gi(A,Ii)) telles que

S
SO oW
1 Cyl
= o
¥
.
XN 1
@) N o S (£) @
DL,i < MY (a,b) = 1 ssi a(P; 7"y Iﬂ
‘\\ [
0 e
\
o
Partant des orientations transitives Gi(A,Pi ) associées aux graphes
d'intervalles Gi(A,Ii), i=1,...,k, on obtient les mises en ordre Diﬁi.
I1 en résulte la proposition suivante
Une famille de graphes d'intervafles emboités
est Angénieunement homogéne a4 et seulement
AL exirte des ondlentations ThansitAves
[EI,...,ﬂk] telles que
ap wp )
L1 L2 — L,k
11 convient, afin d'obtenir des ordres totaux O, ., O, ., de travailler

S | C,1
dans 1'ensemble ﬁ!Ei ou Ei représente une relation d'équivalence telle que

a E. b ssi aI.CHbI.c,’i’cEA
1 1 1
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. EXEMPLES

3.1. Exemple 1

Reconsidérons 1'exemple décrit dans la section 1

a b

.

'S

d 4
Gz(ﬁ,lz)

a b

¢

d C
G1(A,I1)

Les cliques maximales de GZ(A,I ) et G(A,It) sont respectivement

¢{P= (a,b)
C(Z)= {b,c,e}
C§2)= {c,d}

Les mises en ordre des cliques correspondant a

Cgi) = {a,b,d,e}

C(1)

9 = {b,c,d,e}

présentant des 1 consécutifs en colonne sont

(2) (2) (2)
C, > €, >y

(2) (2) (2)
€~ > 6, >

et tels que :
ng)

(2)
C, 11 1

(2)
C, T

c(D

c{1)

(1) (1)
C, " >¢C,

(1) (1)
C, " >¢C

des matrices d'appartenance
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I1 en découle les représentations matricielles (matrice d'adjacence) des ordres

d'intervalles sous—jacents

M5(1)

2

=

b

a

d e b a

" : s(1)
meme matrice que M2
(2)
E1
S oy

e e d b a
-

s(1)

méme matrice que M1

Aucun des deux ordres (a>b>e>c>d), (d>c>e>b>a) n'est compatible avec les préordres

(a>brend>c), (e>dvenb>a); la famille {Gi(A,Ii)} n'est pas inférieurement homogéne.

Notons que ni GZ(A,IZ), ni G1(A,I1) ne comportent de sous-graphes partiels du

type KI 3° Dés lors, les ordres d'intervalles sous-jacents aux orientations
: ]

transitives sont des quasi-ordres et les graphes d'intervalles sont des graphes

d'indifférence.
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3.2. Exemple 2

b
a c
e f
g h
/.

j

G,(A,L,)

Aucun de ces trois graphes n'est un graphe d'indifférence car le sous-

graphe partiel du type K
a
d Q:EEEEE:EC
e

est présent dans Gi{A,Ii), i=1,2,3.

143

Notons encore que dans GZ(A,IZ), (h,i) forme une classe d'équivalence -
ils ont méme comportement & 1'égard de tous les autres sommets - et que (h,i)

et (e,f) sont des classes d'équivalence de G1(A,Ii).
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Les cliques maximales de GBCA,I3}, GZ(A,I ) et GE(A,I1} sont respectivement

f 053): {a,b,d}

-céB): (b, c,d)
; ci®: 1a,e,8)
\ Cf’) s {E;h}

0;3): {g,h.i}

Cé3): {h,i,j}

( cy? ¢ {a,b,a)
ng) {b,c,d,e}

\ ng) {c,d,e,f}
Céz) {d,e,f,g}
C(z) tf,8,h,1]}
5

KcéZJ {h,1,3]}

( 051) {a,b,d}
051) {b,c,d,e,f}
)
) 1:§‘) fd e b bl
(1 -
L6 ¢ hetad)

Les mises en ordre des cliques correspondant a des matrices d'appartenance qui

présentent des 1 consécutifs en colonnes sont :

(3) (3)
(&7 > 6

3 5 3

> C

< 5 ;e
(3) (3)
C;™’ >C7 > ¢

(3) (3)
G, >c >

ainsi que les classemen

C(E) > C(E) > G

1 2

et le classement invers

¢ 5 (D

1 2 > C

et le classement invers

@) o Y Y o )

3 4 5 6

§3) > CiB) > C§3) > Cé3)
B 5 (3 5 (D) 5 oD
3, (B, (B, (O

ts inverses,

@), (@D 5 (@ 5 (@

3 4 5
€,

(1) (1)

3 28y

e

11 en découle les mises en ordre selon les lignes des différentes repré-

sentations matricielles étagées des ordres d'intervalles sous—jacents
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Mise en ordre des cliques maximales 0

L

¢35 ¢35 B3y B, B, B3 A>bde>d>e>Ed>Ed>hS> i

1 2 3 &4 5 6

(3) (3) {(3) (3) (3) (3)
CZ > C1 > C3 > C& > C5 > Eb c>b >a>d >e>f >g >h >1i

(3) (3) (3) (3) (3) (3)
C1 > C2 > 83 > C& > EG > C5 a>b>c>d>e>1>g>h>f
C(B) > 0(3J > 8(3) > C(S) > C(B) > C(B) a>b>a>d>e >1>g >h >f

2 1 3 4 6 5

(2) (2) (2) (2) (2) (2)
C,”" >¢C" " >¢e™ >, > C;™" > ¢ a>b>c>d>e>f>g>hvi> j
C1(1)>C§1)>C§1)}C£1) a>b>c>d>e™f>g>hvi>j

les ordres {a >b >c >d>e>f>g>h>ilet{i>h>g>f>e>d>c >b > a)
sont donc compatibles avec la famille {Gi(A,Ii)}. Le premier de ces deux ordres

donne les représentations matricielles des ordres d'intervalles sous—jacents 2

6 Gy 19k
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On constatera que les ordres UC

ne coincident pas (ordres d'intervalles !).

Les représentations avec origines communes sont les suivantes :

0o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
3
(3) (3)|_ (3)
5o L (h) 3 L Nl G) @
¥ (3 (£) RO
(1) 1¢(3) (d)
(g)
o 1 2 3 4 5 & 7 8 9 10
L(2)
(@) (£) A5 T8
Ty D Lb)
(3) 1(2) T yel |
(i) N el |
(g) 1€2)
(d)
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
II(TJ [
(1) (1) (1)
L L(e) M (a)
L)
I(1)
(1) (f)
i}
I(T) (g) I(l)
(h) (d)
(1)
Las)
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